7.2.8 Skalarni soucin Il

Piedpoklady: 7207

Pedagogicka poznamka: Hodina ma tii ¢asti, povazuji tu prostfedni za nejméné dulezitou, a
proto v piipadé potfeby omezuji hlavné ji. Na zacatku hodiny je dilezité nechat
studentlim Cas na samostatné hledani kolmych vektora.

Pr.1: Na schématickém nacrtku bez soufadnic jsou dany vektory a, b a bod A. Piekresli
jej do sesitu a dokresli do né&j:

body: B=A+b, C=A+2a-b, D=A-(a+b),
vektory: c=X6, d=D-B.

A a

. Postupné do obrazku dokreslujeme.

B=A+b
C=A+2a-b
D=A—(a+b)

c=AC.d=D-B

Ted uz se miizeme vénovat feSeni piikladl, které vyuZzivaji skaldrni soucin a jeho vlastnosti.

Pr.2: Rozhodni vypoctem, zda jsou vektory u = (2; —3) av= (2;1) navzdjem kolmé.

' Plati: uy =|u||v

cos ¢ , pokud jsou vektory na sebe kolmé, plati @ =90° = c0s90°=0 =

- uv =0 = stadf spocitat skaldrni souéin, pokud je nulovy, jsou vektory na sebe kolmé.
e (2; —3) [@2;1) =202+ (—3) (=1 = vektory u a v na sebe kolmé nejsou.



Pi.3: Najdi alesponi dva vektory kolmé na vektor u = (1;5) .

- Kolmych vektord je nekone¢n& mnoho (ale jsou viechny navzdjem rovnobézné). Ze je vektor
- kolmy na vektor u, pozndme pomoci skaldrniho sou¢inu: u @ =u,v, +u,v, =0. Jde napiiklad
0 tyto vektory:

Loy :(5;—1), protoze u [¥ =1E$+5[ﬂ—1) =0

e w= (—5;1) , protoze u lw =1[ﬂ—5) +50=0

1 » aspousta dalSich moZnosti.

Pedagogicka poznamka: U predchoziho piikladu je dulezité dotlacit Zaky k tomu, aby se o
feSeni alespon pokusili a ozkouseli ho skaldrnim ndsobenim. Pak i vétSina téch,
ktefi vektor odhadnou Spatn¢, najde spravné feSeni.

Pr. 4: Najdi obecny postup, jak urcit soufadnice vektoru v roving, ktery je kolmy na vektor
u= (ul;uz) .

Skalérni soucin musi byt roven nule = uv =uv, +u,v, =0. Aby to vyslo, staci
polozit v, =u, a v, =—u, . Po dosazeni uv =uu, +u, (—ul) =uu, —uu, =0
Druhd moZznost v, =—u, v, =u,.

Piedchozi pravidlo je velmi dulezité! Budeme ho ¢asem pouzivat i nékolikrat v jediné
hodiné.

H Pr.5: Najdi vSechny vektory kolmé na vektor u = (—2;3) . Vysledek ovéi pomoci
skaldrniho soucinu.

Jednim z kolmych vektort je vektor v = (3; 2) ,uld = (—2) (3+3[2=0.

Vsechny dal$i hledané vektory jsou jeho ndsobky = na vektor u = (—2; 3) jsou kolmé
vektory (3k; 2k) kOR —{0} .

Ovefent: (~2;3)[3k; 2k) = (=2) Bk +3 2k = ~6k +6k =0.

Pr. 6: Najdi vektor kolmy na vektor u = (—2; 3; 4) . Spravnost vysledku ovér pomoci
skaldrniho soucinu.

- Vektory jsou navzdjem kolmé, pravé kdy? je jejich skaldrni souéin roven nule => u vektori

. v prostoru si mizeme zvolit prvni dv€ soufadnice libovoln¢ a tfeti dopoc€itdme tak, aby
+ skalarni soucin vySel nulovy.

v:(25;3;x)
Cuv =(-2;3;,4)(25;3;x) = 2[25+33+4E =0
4x=41

IPEELIN v=(25;3;ﬂj
5 4 4



Ovéfeni: uy =(_2§3§4)(25;3;%j =-2 Q5+3B+4GA;_1 =0

Elegantng&jsi feSeni: v = (2;0;x)

uy =(-2;3;4)(2:0,x) =22 +30+4E =0

x=1=v :(2;0;1)

 Ovetent: uy =(-2;3;4)(2:0;1) =22 +30+40=0

Nejelegantnéjsi feSeni:

- U jedné soufadnice napiSeme nulu, pro zbyvajici pouzijeme pravidlo pro dvouslozkové
- vektory:

y= (3; 2;0)

Ovéfent: uy = (=2;3,4)(3;2:0) =23 +32+40=0.

Pedagogicka poznamka: Ptiklad je jednoduchy, ale Casto puisobi studentiim problémy
podobné jako jiné ptiklady, ve kterych existuje vice fesSeni.
Diskuse o vyhodnosti jednotlivych feSeni zaleZi na rychlosti postupu v hoding. Je
tteba, aby si studenti ozkouseli, Ze jde o jinou situaci neZ v roving, kde vSechny
kolmé vektory leZi na jedné ptimce.

Pedagogicka poznamka: Hlavni funkci ovéteni u predchozich dvou piikladii je opakovani
vypoctu skalarniho soucinu, aby s nim m¢li studenti mensi problémy ke konci
hodiny.

Pedagogicka poznamka: Dalsi (dikazova) ¢ast hodiny vétSinu studentt piili§ neoslovuje.
Kdyby méli pouzivat skaldrni soucin pii vypoctech, intuitivné by postupovali
spravné a proto jim rozebirdni a dikazy pfijdou zbytecné. Snazim se postupovat
tak, aby na piiklady 7 a 8 zbylo miniméIné 15 minut ¢asu.

Pokud maji n€ktefi studenti problémy s ptedchozi ¢4sti hodiny, dikazy nakousnu
pro zbytek tfidy a s nimi se vratim na zacatek.

V minulé hoding jsme si odvodili vyznam skaldrniho soucinu, ale v naSem odvozeni byla
nedislednost. Vypocitali jsme si skaldrni soucin ve specidlni soustavé soufadnic = musime
dokézat, Ze skaldrni soucin na volbé€ soustavy soutadnic nezdvisi, podobné jako na soustavé
soufadnic nezdvisi velikost vektoru.

Skalarni sou¢in ma podobné vlastnosti jako jiné druhy soucini.

Pi.7:  Dopli nasledujici pravidla pro skaldrni soucin.
Pro kazdé vektory u, v, w (v rovin€ nebo v prostoru) a kazdé redlné ¢islo ¢ plati:
a) uy = b) (cu)v= c) w(u+v)=.

Alespon dva vztahy dokaZ pro vektory v roviné vypocitdnim obou stran rovnosti.

7 wr

Pro kazdé vektory u, v, w (v rovin€ nebo v prostoru) a kazdé redlné Cislo c plati:
uy =vu
(cat)v = c(uv)
w(u+v) =wu+wy.

- Ditkazy:



uv =vu

Cuy tuyy, = v tv,u,

' Vztah plati, nebot’ ndsobeni redlnych &isel je komutativni a plati tedy uy, =vu,.
(eu)v =c(uv)

Leva strana: (cu)v = (cul;cuz) (vl;vz) =cu,v, +cu,v, .

Prava strana: ¢ (uv) =c (ulv1 + uzvz) =cuy, tcu,y,.

w(u+v) =wu +wy

Leva strana: w(u +v) = (wl;wz)(u1 +v5u, +v2) =w, (u1 +v1) +w, (u2 +v2) .

Prava strana: wu +wy = (wl;wz)(ul;u2 ) + (wl;wz) (vl;vz) =wiy twou, Twy Fw,y, .
Predchozi pravidla ndm umoziuji roznasobovat skalarnim sou¢inem zavorky.

Pr.8: Vypocti:

a) (a+b)(c+d) b) (u+v)2 c) (u—v)2
Pro kazdé vektory a, b, c, d plati: (a +b)(c +d) =ac +ad +bc +bd .
Pro kazdé vektory u, v plati: (u +v)2 =u’+2uv+v°.

Pro kazdé vektory u, v plati: (u —v)2 =u’-2uv+v’.

Posledni vztah mizZeme upravit:
2
(u=v) =u’-2uv +v*
2
2uv =u’ +v> = (u-v)

2 2 _

2 . 1 1w L1
, v = |v , po dosazeni a vyd¢leni dvéma ziskdame:

> (w=v) =|u-v

plati u’ =|u
I e 2 2 . y . e 1w P .
uy =— |u| + |v| —|u —v| - to jsme potiebovali, skaldrni soucin je vyjadien pomoci velikosti
2
vektort, které nezavisi na soustavé soufadnic = skalarni soucin také nezavisi na volbé
soustavy soufadnic = odvozeni z minulé hodiny bylo zcela v potadku.
Vzorec pro skaldrni sou¢in mizeme upravit:

uy = |u||v| cos@P = cosg = % = miiZeme snadno spocitat thel, ktery sviraji dva vektory.

Pr.9: Urci dhel, ktery sviraji dvojice vektort z ptikladu 2 z minulé hodiny, a porovnej
vysledky s nakreslenymi obrazky:
a) u=(43), v=(34), b) u=(4;3), v =(0;5).

wu=(4:3), v=(34)
U = +1; =4 +3* =5 V| = Ju? +ul =/3* +4* =5
uld =uy +u,y,=403+34=24




cos @ =u—v=£:>¢=l6°16'
' u\|\v
by u=(4:3), v =(0:5)

|u|:\/u12+u22 =4 +3? =5 |v|:\/uf+u22 =J0? +52 =5
Cul=uy tu,y, =40+303=15

w15
uly] ~ 53

' Oba vysledky odpovidaji obrazklim z minulé hodiny.

cosgp = = ¢ =53°8'

Pedagogicka poznamka: V piedchozim piikladu jde sice o pouhé dosazeni do vzorce, ale
problémt se objevi dost. Nékteti studenti uréuji pouze polovinu skalarniho
soucinu, jini maji problémy s velikostmi vektort.

Pf. 10: Je dén trojihelnik ABC, A[1;-2;3], B[4;5;2] a C[-3;-2;-2]. Ur&i vnitin{ dhly.

C

<
Q

B

. Z obrazku je vidét, ze ithel @ muzeme urcit pomoci skalarniho soucinu vektorit B— A a
C-A.

B-A=(aT-1) 3 [B- A= [P 7+ (1) =V
Coaz(-50-) = [c-a =) 40 (5] = A
' w_ (37:-1)(~40;-5) _ -12+5

- cosq = =

[ J5om/41 J590/41

B pomoci vektort A—B a C—B:
A-B=(-3%-T:1)=|B-A| :\/(—3)2 +(=7)" +1% =459

C-B=(-7;-7;-4)=|C- B :\/(—7)2+(—7)2+(_4)2 =114
’ wv _ (=3-T1)(-7;-7;-4) _ 21+49-4

Clully] T s9rhia 594

y pomoci vektori A—C a B-C:
CA-C=(40:5) = |A-C| =4 +0 +5° =41
B-C=(1:71:4)=|B-C|=\7 + 7> +4> =114

<

=-0,142= a =98°11'

=0,805= B =36°25



cos y= uy =(4;0;5)(7;7;4):28+0+20
i Wy]  Vaighi4  Jaliia

' Rozhodné rychlejsi vypocet nez pomoci kosinové véty.

=0,702 = y=45°24

Pedagogicka poznamka: VétSina studentti sama piijde na to, Ze musi urcit vektory, které leZi
na jednotlivych strandch. Znacna ¢ast z nich ale nedava pozor, kdyZ vektory
vypoctené pro piedchozi tihel pouziva u dalSiho vrcholu. Casto pak urcuji misto

vnitiniho tdhlu jeho dopln¢k do 180° stupriti.

Pr. 11: Petakova:
strana 101/cviceni 25 ¢) d)
strana 101/cviCeni 26 ¢)
strana 101/cviceni 31 ¢)
strana 102/cviceni 32

Shrnuti: Pomoci skalarniho sou¢inu snadno nalezneme kolmy vektor — prohozenim
soufadnic a oto¢enim jednoho znaménka.



